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В статье на основе вывода и решения дифференциального урав-
нения напряженного состояния деревожелезобетонной балки под воз-
действием изменения температуры среды исследовано влияние отри-
цательной температуры среды на напряженное состояние и размеры 
поперечных сечений деревожелезобетонных балок пролетных строений 
автодорожных мостов с помощью разработанной программы их ав-
томатизированного проектирования. 
Ключевые слова: деревожелезобетонная балка, температура окружа-
ющей среды, дифференциальное уравнение, скалывающие напряжения 
по контакту бетон-дерево, нормальные напряжения в бетоне и  
древесине. 

 

Введение 
 
В деревожелезобетонных пролетных строениях автодорожных 

мостов вследствие различных температурных удлинений бетона и дере-
ва при изменении температуры окружающей среды возникают дополни-
тельные напряжения на контакте бетона и дерева, которые следует учи-
тывать при их проектировании. В России в настоящее время отсутству-
ют четкие рекомендации по проектированию деревожелезобетонных 
пролетных строений автодорожных мостов с учетом особенностей их 
работы при изменении температуры окружающей среды. Среди наибо-
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лее значимых научных работ, выполненных к настоящему времени в 
России, посвященных изучению этих дополнительных напряжений, 
следует указать работы В.И. Кулиша [1] и Ю.О. Мельникова [2]. Но при 
использовании их рекомендаций для определения температурных 
напряжений в деревожелезобетонных балках от температуры окружаю-
щей среды возникают трудности, вызываемые отсутствием в доступных 
публикациях полного комплекса необходимых данных о методике их 
разработки. В связи с этим возникла необходимость получения соб-
ственного решения этой задачи для использования в разрабатываемой 
программе автоматизированного проектирования различных конструк-
тивных решений деревожелезобетонных пролетных строений автодо-
рожных мостов. 
 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим задачу о возникновении дополнительных сдвигаю-
щих напряжений по плоскости контакта деревянной балки с железобе-
тонной плитой проезжей части автодорожных мостов при изменении 
температуры среды. Пусть деревобетонная балка длиной L составлена 
из клееной деревянной балки и железобетонной плиты при объединении 
их клеем или необходимым количеством нагелей для исключения 
скольжения плиты по балке (рис. 1). Такое объединение плиты с дере-
вянной балкой позволяет для расчета этой конструкции использовать 
методы сопротивления материалов, основанные на гипотезе плоских 
сечений. 

Пусть в поперечном сечении деревянная балка имеет высоту hd  и 
ширину bd, а железобетонная плита имеет ширину bb и высоту hb  
(рис. 2). 

Рабочая арматура в плите по условиям ее работы в мостовой кон-
струкции расположена в поперечном направлении, в продольном 
направлении расположена лишь конструктивная арматура, небольшое 
количество которой в продольном направлении не будем учитывать при 
вычислении геометрических характеристик плиты. 

Обозначим модуль упругости древесины вдоль волокон через Ed, 
модуль упругости бетона вдоль балки – Eb, площади поперечного сече-
ния железобетонной плиты – A, деревянной балки – Ad, моменты инер-
ции железобетонной плиты – Ib, деревянной балки – Id, полную высоту 
деревобетонной балки – h= hb + hd, радиус кривизны составного сечения 
– r, коэффициенты линейного температурного расширения бетона – , 
дерева – . 
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Рис. 1. Продольная схема деревожелезобетонной балки 

 с принятой системой координат 
 

 

 

Рис. 2. Поперечное сечение деревожелезобетонной балки 
 

Учтем, что в России наибольшее возможное отклонение темпе-
ратуры среды по отношению к температуре среды при строительстве 
моста соответствует зимним условиям. Обозначим возможный темпера-
турный перепад через tΔ , а разность значений коэффициентов темпера-
турного линейного расширения бетона и древесины – αΔ . При пониже-
нии температуры среды бетон, имеющий больший коэффициент линей-
ного расширения, будет более интенсивно укорачиваться, чем древеси-
на. Но на границе контакта этому противодействует древесина. В связи 
с этим при их совместном взаимодействии, при их непрерывной связи 
между собой, бетон будет подвергаться растяжению и изгибу, а дерево – 
сжатию и изгибу, т.е. будет происходить изгиб составной балки с вогну-
тостью в сторону железобетонной плиты. 

 
Вывод дифференциального уравнения 

 
Рассматривая участок балки, расположенный между двумя попе-

речными сечениями mn и m1n1 (рис. 3) на произвольном участке балки 
по ее длине, и, следуя приему, предложенному С.П. Тимошенко при 
решении аналогичной задачи [3], можем внутренние усилия по попе-
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речному сечению бетонной плиты привести к растягивающему усилию 
T1(x) и паре сил M1(x). Подобным образом внутренние силы в деревян-
ной балке можем привести к сжимающему усилию T2(x) и паре сил 
M2(x). 
 

 
Рис. 3. Схема усилий и напряжений на произвольном участке балки 

 
Внутренние силы в любом поперечном сечении по длине балки 

должны быть в равновесии, поэтому должны выполняться условия (1): 
 

1 2( ) ( ) ( )T x T x T x= =           
1 2

( )
( ) ( )

2

T x h
x xM M= +   ,  (1) 

где 

1
( )

( )
b bE I

x
r xM =    ,  

2
( )

( )
d dE I

x
r xM =   . (2) 

С учетом (1) и (2) получаем связь между сдвигающей силой и ра-
диусом кривизны составной балки в любом сечении балки: 

2
( ) ( )

( ) b b d dT x E I E I
hr x

= +   . (3) 

Для определения неизвестных T(x) и r(x) в (3), кроме уравнения 
(3), следуя также [3], используем уравнение (4) из условия, что по по-
верхности контакта бетона и дерева относительные деформации мате-
риалов должны быть одинаковыми: 

( ) ( )

2 ( ) 2 ( )
b d

b d
b b d d

T x T x
t t

E A r x E A r x
h hα α− Δ + + = − Δ − −   , (4) 

где 

b tα Δ  – относительная деформация укорочения бетона от tΔ ; 

( )

b b

T x

E A
 – относительная деформация удлинения бетона  

от воздействия T(x); 
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2 ( )
b

r x
h  – относительная деформация удлинения нижней кромки бе-

тона от изгиба балки; 

d tα Δ  – относительная деформация укорочения дерева от tΔ ; 

( )

d d

T x

E A
−  – относительная деформация укорочения дерева  

от воздействия T(x); −
( )x

	 – относительная деформация укорочения верхней кром-

ки дерева от изгиба балки. 
Из (4) получаем: 

1 1
T(x)( )

2 ( )b b d d

h
t

E A E A r x
α+ + = Δ Δ   . (5) 

С учетом (3) получаем: 
2 1 1

( )( )
( ) 2 ( )b b d d

b b d d

h
E I E I t

hr x E A E A r x
α+ + + = Δ Δ   . (6) 

Далее: 
1 2 1 1

( ( )( ))
( ) 2 b b d d

b b d d

h
E I E I t

r x h E A E A
α+ + + = Δ Δ . (7) 

Из (7) получаем кривизну (8) в рассматриваемом сечении: 

1
2 1 1

( ( )( ))
2 b b d d

b b d d

t
hr E I E I

h E A E A

αΔ Δ=
+ + +

  . (8) 

При подстановке кривизны в (3) получаем значение ( )T x  в виде 
(9): 

2

2 ( )
( )

1 1
( 2( )( ))

2

b b d d

b b d d
b b d d

t E I E I
T x

h
E I E I

E A E A

αΔ Δ +=
+ + +

  . (9) 

Для учета изменения ( )T x в функции координаты x заметим да-
лее, что ее первая производная по длине является равной по величине и 
обратной по знаку погонной нагрузке g(x), соответствующей интенсив-
ности сопротивления сдвигу по границе контакта двух материалов и 
определяемой по формуле: 

g(x) = -G αΔ tΔ dx  , (10) 
где 

G – модуль сдвига на границе двух материалов, принимаемый в 
зависимости от конструкции соединения материалов (как с помощью 
клея, так и с помощью нагелей, или совместного их применения); 

αΔ tΔ  – относительная деформация сдвига по границе контакта, 
вызываемая изменением температуры среды по сравнению с температу-
рой среды в период строительства моста. 
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С учетом выше приведенного записываем (11): 
( )dT x

dx
G tdxα= Δ Δ  (11) 

и получаем затем значение второй производной (12): 
2

2

( )d T x

dx
G tα= Δ Δ   . (12) 

Из (12) имеем: 
2

2

( ) 1
t

G

d T x

dx
α= Δ Δ   . (13) 

Из (9) имеем: 
2

1 1
( 2( )( ))

2
( )

2( )

b b d d
b b d d

b b d d

E I E I
E A E A

T x t
E I E I

h
α

+ + +
= Δ Δ

+
  . (14) 

С учетом (13) и (14) и несложного преобразования получаем 
дифференциальное уравнение (15) для определения T(x): 

2

2

2

1 1
( 2( )( ))

T( ) 2
(x) 0

2( )

b b d d
b b d d

b b d d

h
E I E I

d x E A E A
G T

dx E I E I

+ + +
− =

+
  . (15) 

 
Решение дифференциального уравнения 

 
Характеристическое уравнение для (15) имеет вид (16): 

2

2

1 1
( 2( )( ))

2
0

2( )

b b d d
b b d d

b b d d

h
E I E I

E A E A
G

E I E Ik
+ + +

− =
+

  . (16) 

Его два действительных корня имеют значения (17): 
2

2

1,2

1 1
( 2( )( ))

2

2( )

b b d d
b b d d

b b d d

h
E I E I

E A E A
G

E I E Ik
+ + +

= ±
+

  . (17) 

Общее решение дифференциального уравнения в этом случае [6] 
имеет вид (18): 

1 2
T( )

kx kx
x С e С e

−= −   . (18) 

При принятой системе координат (рис. 1) в силу симметрии 
напряженного состояния с учетом физики рассматриваемого явления 
при х=0 T( ) 0x = . 

Тогда: 

1 2T( 0) 0x C C= = − =  ,    1 2C C= = C  T( ) (e e )kx kxx C −= − ;   (19) 
( )

k(e e )kx kxdT x
C G tdx

dx
α−= + = Δ Δ   

k(e e )kx kx

G tdx
C

α
−

Δ Δ=
+

   (20) 
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Общее решение (18) дифференциального уравнения с учетом (19) 
и (20) приобретает вид (21): 

(e e )
T( )

(e e )

kx kx

kx kx

G t G t
x dx thkxdx

k k

α α−

−

Δ Δ − Δ Δ= =
+

  . (21) 

Максимальное значение сдвигающей силы в приопорном сече-
нии при х=L/2 определим интегрированием: 

/2

max 2
/2 1

(ln ( ) ln ( 1))
2 2

L

L

G t G t L L
T th kxdx ch k ch k

k k

α α
−

Δ Δ Δ Δ= = − −   . (22) 

Максимальное сдвигающее напряжение в приопорном сечении 
реальной балки при х=L/2: 

max
max

d

T

b
τ =   . (23) 

 
 

Анализ решения 
 

При вычисленных Mb ·Md T(x) с использованием (2), (9) и (21) 
представляется возможным вычислить нормальные напряжения в кром-
ках бетонной плиты и деревянной балки по следующим формулам: 

 
 1

2
b

bm
b

hM
Iσ = ±  ; ( )

bt
b

T x

Aσ =   ; 2

2
d

dm
d

hM
Iσ = ±  ( )

dt
d

T x

Aσ = − ; (24) 

1 ( )

2
верх b
b

b b

T xhM
I Aσ = − +   ;  1 ( )

2
нижн b
b

b b

T xhM
I Aσ = + ; (25) 

2 ( )

2
верх d
d

d d

T xhM
I Aσ = − −   ;  2 ( )

2
нижн d
d

d d

T xhM
I Aσ = −   . (26) 

 
Для пролета L=12 м и L=21 м с помощью разработанной про-

граммы автоматизированного проектирования были спроектированы по 
три варианта пролетных строений шириной 10,3 м, отличающихся тем, 
что первые варианты выполнены без учета возникающих дополнитель-
ных напряжений при воздействии изменения температуры окружающей 
среды, а второе и третьи с их учетом. При этом вторые варианты про-
летных строений проектировались на перепад температуры среды от 
20 °C до - 30 °C, т. е. на tΔ =  50 °C, а третьи варианты на перепад темпе-
ратуры среды от 20 °C до -40 °C, т. е. на tΔ =  60 °C. 

В табл. 1, 2 приведены для сравнения основные выходные дан-
ные для этих вариантов пролетных строений. 
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Таблица 1 
 

Основные исходные и выходные данные о пролетных 
строениях для пролета 12 м 

 

Наименование данных 1 вариант 2 вариант 3 вариант 

Разница температур среды tΔ   0 50 60 

Разница значений коэффициентов  

линейного расширения αΔ   
0,000005 0,000005 0,000005 

Количество балок в поперечном сечении 
моста, шт. 

8 8 8 

Ширина балок, м 0,25 025 0,25 

Высота деревянных балок, м 1,025 1,025 1,025 

Толщина железобетонной плиты, м 0,13 0,13 0,13 

Ширина железобетонной плиты, м 1,0375 1,0375 1,0375 

Полная высота балки*, м 1,277 1,277 1,277 

Количество пар нагелей по контакту  
бетон-дерево от опоры до середины  
пролета, шт. 

12 20 22 

Дополнительные касательные напряже-

ния по контакту бетон-дерево от tΔ , 
МПа 

0 075 1,0 

Дополнительные нормальные напряжения 

по нижней кромке дерева от tΔ , МПа 
0 1,57 1,89 

Касательные напряжения по контакту 
бетон-дерево при эксплуатации, МПа 

1,166 1,94 2,0 

Растягивающие напряжения по нижней 
кромке дерева при эксплуатации, МПа 

9,56 11,4 11,5 

Касательные напряжения на нейтральной 
оси при эксплуатации, МПа 

1,49 1,49 1,49 

Стоимость пролетного строения, руб. 1174021 1175078 1175342 

Примечание:* Полная высота балки: 
− толщина асфальтобетона 7 см; 
− толщина защитного слоя бетона 3 см; 
− толщина гидроизоляции 1 см; 
− толщина горизонтального металлического листа 

между бетоном и деревом 12 мм =122 мм. 
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Таблица 2 
 

Основные исходные и выходные данные 
о пролетных строениях для пролета 21 м 

 

Наименование выходных данных 1 вариант 2 вариант 3 вариант 

Разница температур среды tΔ   0 50 60 

Разница значений коэффициентов 

линейного расширения αΔ   
0,000005 0,000005 0,000005 

Количество балок в поперечном сече-
нии моста, шт. 

10 10 10 

Ширина балок, м 0,15 015 0,15 

Высота деревянных балок, м 1,8 1,8 1,8 

Толщина железобетонной плиты, м 0,13 0,13 0,13 

Ширина железобетонной плиты, м 0,88 0,88 0,88 

Полная высота балки*, м 2,052 2,052 2,052 

Количество пар нагелей по контакту 
бетон-дерево от опоры до середины 
пролета, шт. 

12 28 31 

Дополнительные касательные напря-
жения по контакту бетон-дерево от 

tΔ , МПа 
0 1,17 1,55 

Дополнительные нормальные напря-
жения по нижней кромке дерева от 

tΔ , МПа 
0 1,57 1,88 

Касательные напряжения по контак-
ту бетон-дерево при эксплуатации, 
МПа 

1,166 2,35 2,6 

Растягивающие напряжения по ниж-
ней кромке дерева при эксплуатации, 
МПа 

10,6 12,21 12,53 

Касательные напряжения на 
нейтральной оси при эксплуатации, 
МПа 

1,49 1,49 1,49 

Стоимость пролетного строения, руб. 2461312 2463955 2464450 

Примечание:* Полная высота балки: 
− толщина асфальтобетона 7 см; 
− толщина защитного слоя бетона 3 см; 
− толщина гидроизоляции 1 см; 
− толщина горизонтального металлического листа 

между бетоном и деревом 12 мм =122 мм. 
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На основе анализа приведенных выше данных установлено сле-
дующее: 

1. Заданный реально возможный для условий России диапазон пе-
репада температуры при использовании третьего способа учета и 
восприятия дополнительных сдвигающих напряжений, возника-
ющих по контакту дерева с бетоном в деревожелезобетонных 
пролетных строениях с пролетами до 21 м, не оказывает влияния 
на оптимальные значения их всех независимых параметров. 

2. Высота балок и их ширина во всех вариантах пролетных строе-
ний определяются условиями прочности древесины по сдвигу на 
нейтральной оси 1,5 МПа. 

3. Растягивающие напряжения по нижним кромкам деревянных ба-
лок не достигают расчетных сопротивлений 15 МПа, даже с уче-
том дополнительных растягивающих напряжений от перепада 
температуры. 

4. Возможный перепад температуры окружающей среды вызывает 
значительные дополнительные сдвигающие напряжения по кон-
такту бетон-дерево, что определяет необходимость постановки 
дополнительного количества нагелей для обеспечения условий 
прочности по сдвигу на этом контакте от совместного воздей-
ствия всех сдвигающих напряжений. В первых вариантах этих 
пролетных строений требуемое количество нагелей на контакте 
бетон-дерево определялось лишь с учетом воздействия постоян-
ных и временных нагрузок. 

5. Разница в стоимости вариантов пролетных строений, спроекти-
рованных с учетом воздействия отрицательных температур сре-
ды, определяется лишь несущественным увеличением стоимости 
за счет использования дополнительных нагелей, не достигая 
0,5% от общей стоимости пролетного строения. 

 
Заключение 

 
1. Выполненное исследование влияния отрицательных температур 

среды на напряженное состояние и размеры поперечных сечений 
деревожелезобетонных пролетных строений автодорожных мо-
стов позволило сделать вывод о том, что возникающие дополни-
тельные напряжения от воздействия отрицательной температуры 
среды не создают существенных трудностей для применения де-
ревожелезобетонных пролетных строений автодорожных мостов 
с пролетами до 21 м в условиях России. 

2. Показано, что возникающие дополнительные скалывающие 
напряжения по контакту дерева с бетоном могут быть успешно 
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восприняты дополнительным количеством специально устанав-
ливаемых стальных нагелей, при этом размеры поперечного се-
чения пролетного строения сохраняются. Стоимость пролетного 
строения при этом возрастает только за счет необходимости по-
становки дополнительного количества нагелей, что составляет 
менее 1% от стоимости пролетного строения. 
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The article dwells upon the study of the effect of the negative 
environment temperature on the stressed state and the dimensions of the 
cross sections of the wood-reinforced concrete beams of road bridge spans 
using the developed program of their automated design on the basis of the 
derivation and solution of the differential equation of the stressed state of a 
wood-reinforced concrete beam. 
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